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After usual properties of space subgroups have been described, the sufficient condition is given for a space 
group g to be any subgroup of a space group G: the translation vectors a, b, e of the conventional unit 
cell of g(o,a,b,e) must belong to the lattice of G and the 'generators' of equivalent general positions of g 
must be enclosed in the set of general positions of G. In order to verify this criterion, it is necessary to 
obtain the coordinates of general positions of g in the reference standard setting of G(O,A,B,C); it is 
necessary to know the coordinates of origin o and the components of vectors a, b, e in terms of the reference 
setting (O,A,B,C). Then, all the possibilities of a space group of standard symbol ~ being any subgroup 
of a space group of standard symbol ,5 ~ can be characterized. Classification of the standard settings of 
subgroups is established: different settings of the same subgroup and settings of conjugated subgroups. 

L'&ude des relations existant entre un groupe spatial 
et ses sous-groupes spatiaux pr6sente plusieurs int6r&s. 
D'un point de vue th6orique, une telle 6tude permet 
d'approfondir nos connaissances sur la sym&rie 
cristallographique et de pr6ciser d'une mani6re 
relativement simple les conditions pour qu'un groupe 
spatial g soit sous-groupe d'un autre groupe spatial G. 
Sur le plan pratique, cette 6tude est importante dans 
la mesure ot~ elle conduit ~ proposer des modules pour 
les structures d6rivbes d'une structure donn6e 
(surstructures d'ordre, surstructures de d6formation 
locale ou globale due ~ des effets physiques divers, etc.). 

Parmi les publications consacr6es h l'&ude des 
sous-groupes spatiaux et des surstructures, citons plus 
sp~cialement les remarquables travaux de Buerger, 
Neub/iser & Wondratschek, Boyle & Lawrenson et 
Bertaut. Buerger (1947) analyse d'une faqon tr6s 
precise le concept g6om&rique de surstructure et &ablit 
la liste compl&e des sous-616ments de sym6trie de tous 
les 616ments de sym6trie; cependant, les m&hodes 
utilis6es par Buerger ne permettent pas de construire 
de mani6re aisle et syst+matique les sous-groupes 
spatiaux des groupes spatiaux. Neub/iser & Wondrat- 
schek (1966a,b) construisent des tables de sous-groupes 
maximaux de tous les groupes spatiaux et obtiennent 
ainsi, par it6ration, des chalnes de sous-groupes 
spatiaux d'un groupe spatial quelconque; il convient de 

* English translations, not 'warranted', may be obtained from 
Y. Billiet, Chimie et Sym&rie, Laboratoire de Chimie Inorganique 
Mol~culaire, 6 avenue Le Gorgeu, 29283 Brest, France. 

t Nouveile adresse: Chimie et Sym&rie, Laboratoire de Chimie 
Inorganique Mol6culaire, 6 avenue Le Gorgeu, 29283 Brest, France. 

remarquer que la d6rivation de Neub/iser & 
Wondratschek est incompl&e car elle ne porte pas sur 
les sous-groupes maximaux isosymboliques; de plus ces 
auteurs indiquent rarement quelles relations existent 
entre les rep6res conventionnels standards d'un groupe 
et de ses sous-groupes. Boyle & Lawrenson (1972a) 
construisent des tables de sous-groupes et de super- 
groupes 'translationengleich'. Boyle & Lawrenson 
(1972b) 6tablissent aussi des tables de sous-groupes 
'klassengleich' 'ayant un sens physique' (sic): leur 
d+rivation est incompl&e car elle porte sur des 
sous-groupes d'indice relativement petit. Bertaut 
(1976a) &udie les principaux sous-groupes des groupes 
spatiaux de la classe mmm; il est le premier ~ donner 
des relations entre les familles de Wyckoff g6n6rales des 
sous-groupes et des groupes de d6part. Bertaut (1976b) 
montre aussi qu'on peut facilement d6river des 
sous-groupes spatiaux d'indice 2 et 4 ~ partir des 
groupes spatiaux magn&iques h antitranslations. 

Les m&hodes de travail que nous pr+sentons dans 
ce m6moire sont diff6rentes de celles des precedents 
auteurs. Elles sont universelles car elles rendent 
syst6matique la d6rivation de tous les  sous-groupes 
spatiaux d'un groupe d'espace quelconque - y compris 
celle des sous-groupes isosymboliques (Billiet, 1973). 
Elles donnent les relations existant entre les rep+res 
conventionnels d'un groupe spatial et de ses sous- 
groupes. Et enfin elles permettent de traiter l'association 
des families de Wyckoff dans les passages groupe- 
sous-groupe (Billiet, 1969; Sayari & Billiet, 1975; 
Sayari, 1976) et les changements de rep6re conven- 
tionnel (Zarrouk & Billiet, 1975; Zarrouk, 1976). 
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I. G~n~ralit~s sur les sous-groupes spatiaux 

Par G, on d6signe un groupe spatial de maille conven- 
tionnelle ou 'standard setting' (O,A,B,C), O &ant 
l'origine et A, B e t  C les vecteurs-ar&es, tels qu'ils 
sont definis dans les International Tables for  X-ray 
Crystallography (1952); M d6signe la multiplicit+ de la 
maille conventionnelle, F le groupe des translations de 
G e t  H le groupe de sym&rie d'orientation isomorphe 
du groupe quotient G/F. On entend par g u n  autre 
groupe spatial et par (o,a,b,e), m, ~' et h, respectivement, 
un rep6re conventionnel de g, la multiplicit+ de celui-ci, 
le groupe des translations de g e t  le groupe de sym&rie 
d'orientation de g (h ~_ g/y). 

Si g est sous-groupe de G, les relations suivantes sont 
bien entendu v6rifi6es: 

g~_G, ~,~_F et h ~ H ;  

ig/~, iv~ r et in/H sont les indices respectifs de g, ~, et h 
par rapport fi G, F et H. Ces indices sont des entiers 
strictement positifs li6s par la relation ig/6 = iv/r. in/H. 
En d6signant par R et r les ordres de H et h, l'indice 
into est 6gal au rapport R/r (R et r sont des entiers 
positifs). Voyons maintenant quelques cas particuliers" 

(1) iv/r = 1, ig/~ = ih /n  > 1; dans ces conditions, 
g a le meme groupe de translations que G; g est dit 
sous-groupe 'translationengleich', convention adopt6e 
par le 10~me Congr~s de l'Union Internationale de 
Cristallographie. Les sous-groupes 'translationengleich' 
de G sont en nombre fini car ils correspondent, 
un fi un, aux sous-groupes de H; cette propri&6 d6coule 
de l'isomorphisme H ~_ G/F. 

(2) ih/H = 1, ig/G = iv/r > 1; g admet alors le m~me 
groupe de sym&rie d'orientation que G, g est appel6 
sous-groupe 'klassengleich'. En particulier si g a le 
m~me symbole cristallographique ('standard symbol') 
que G, il est dit sous-groupe isosymbolique. Pour un 
groupe donn6, les sous-groupes 'klassengleich' non iso- 
symboliques sont en nombre infini tout comme les 
sous-groupes isosymboliques. 

(3) Les sous-groupes maximaux sont forc6ment 
'translationengleich' ou 'klassengleich' (Hermann, 
1929). Parmi les sous-groupes maximaux d'un groupe 
donn~, les 'translationengleich' sont toujours en nombre 
fini, les 'klassengleich' non isosymboliques sont dans 
la plupart des cas en nombre fini (Neubiiser & 
Wondratschek, 1966b) mais par contre les iso- 
symboliques paraissent &re en nombre infini dans tous 
les cas (Billiet, 1973). 

(4) ih/H > 1 et i .- > 1 caract+risent donc un ~11 
sous-groupe non maximal. 

(5) ibm = 1 et i~ r = 1 entrainent i~/a = 1, c'est-/l- 
dire, g = G. Le rep+re (o,a,b,e) n'est pas le rep~re 
conventionnel d'un sous groupe propre de G mais un 
rep+re conventionnel diff+rent de (O,A,B,C) dans le 
m~me groupe spatial G. Ces rep+res conventionnels 
d'un m~me groupe spatial sont en nombre infini et 

sont associ6s aux automorphismes du groupe spatial 
consid6r6. 

II. Caract~risation d'un sous-groupe spatial et d'un 
changement de rep~re eonventionnel 

Une condition suffisante pour que g soit sous-groupe 
de G consiste/l v6rifier que les translations de vecteurs 
a, b, e appartiennent au r6seau de G et qu'une famille 
de positions de Wyckoff g6n6rale Wg du groupe g est 
une partie, modulo F, d'une famille g6n6rale W a du 
groupe G. En effet, les op6rations de sym&rie de g 
qui lient entre elles les positions de Wg appartiendront 
alors/l G et g sera bien sous-groupe de G. 

La v6rification est imm6diate quand les rep6res 
conventionnels (O,A,B,C) et (o,a,b,e) sont confondus. 

Exemple 1. Ainsi nous pouvons ais6ment constater 
que le groupe P42/n est sous-groupe du groupe I4/m 
si leurs mailles conventionnelles sont superpos6es. 

G(I4/m); origine O au centre 4/m; maille (O,A,B,C_); 
• 1 1 1 _: , : , : )  + (x,Y,Z; X,Y,Z; X,Y,Z; 

X,Y,Z;  Y,X,Z; Y ~ , Z ;  J",X,Z; Y,X,Z) 
(International Tables for  X-ray Crystallography, 1952). 

g(P42/n); origine o en 4 fi ~,:r,~i i i de 1", maille (o,a,b,e); 
Wg = (x,y,z; Yc,•,z; ½ + x, 5 + Y; 5 - z; ½ - x, 5 - Y, 

5 -  z; ~,x,~.; y,2,$; 5 -  Y, 5 + x, 5 + z; ½ + y, 
1 Z). 2 X, 5 + 

La rep~re de g &ant identique ~, celui de ,G,  les 
vecteurs de translations a, b, e appartiennent bien ~t 
G et on remarque que Wg peut &re plong6 dans W e 
avec X = x, Y = y et Z = z. Le groupe P42/n est 
donc sous-groupe 'klassengleich' maximal de 14/m 
car son indice vaut 2. 

Exemple 2. Par contre, P222 ne parait pas &re 
sous-groupe de P2/c2/c2/m tout au moins quand leurs 
rep6res conventionnels sont superpos6s. 

G(P2/c2/c2/m); origine O au centre 2/m, maille 
(O,A,B,C); 
W e = (X,_Y,_Z; J( ,~Z;  )(, Y, 5 + _Z; X, jz, 5 + Z; 

X,Y,Z; X,Y,Z; X, Y, 5 -  Z; X, Y, 5 -  Z). 
g(P222); origine o en 222; maille (o,a,b,e); 
Wg = (x,y,z; .~,33,z; xJ3,,~; x,y,z). 

Puisque les mailles conventionneUes sont prises 
confondues, les translations a, b, e appartiennent bien 
fi P2/e2/c2/m mais ;! n'est pas possible de plonger 
enti~rement Wg dans W e avec X = x, Y = y e t  Z = z. 
Or nous savons bien que P222 est sous-groupe de 
P2/c2/c2/m, ne ffit-ce qu'fi comparer les symboles 
cristallographiques: le fait de ne pas pouvoir plonger 
Wg dans W e provient uniquement de ce que les rep~res 
conventionnels des deux groupes ne sont pas confondus. 

Quand les rep+res conventionnels de G e t  g different 
en origine, en orientation ou en grandeur, v+rifier que 
g est ou n'est pas sous-groupe de G est un peu plus 
d~licat fi mettre en oeuvre car il faut au pr+alable 
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traduire les coordonn6es des positions de Wg dans le 
rep6re de G. Soit donc un point P de l'espace; on 
d6signe respectivement par Xe, Ye,Z e et xv~vv,z v ses 
coordonn6es par rapport /~ (O,A,B,C) et (o,a,b,e). 
D&ignons par S la matrice de passage du rep&e 
(O,A,B,C) au rep6re (o,a,b,e): 

(a,b,e) = (A,B,C)S (1) 

SII S12 S13 ] 
S =  S21 S22 S23 " I (2) 

$31 S32 S33 

Les coefficients de S sont des nombres rationnels; 
son d&erminant, detS,  est un nombre rationnel 
strictement positif car les rep&es de G e t  g sont 
directs ('standard setting'); et l'on a iv~ r = det S .M/m 
quand g est sous-groupe de G. Xo, Yo,Z o d&ignant les 
coordonn6es de l'origine o de g par rapport/~ la maille 
(O,A,B,C), les relations suivantes se d6montrent sans 
difficult& 

ix I i or Ye = S Yv + Yo ; (3) 
Zv IZv Zol 

x,  x~ Xol 
Y,  = S- '  Yv Yo • (4) 
zv Zv Zo 

Nous sommes alors en mesure de eonstater si g est 
sous-groupe ou non de G. 

Suite de l'exemple 2. Nous allons v6rifier que 
P222 est bien sous-groupe de P2/c2/c2/m, l'origine 
&ant plae6e diff~remment: a = A ;  b = B ;  e = C ;  

,'Co= ro = O ; Zo = ¼. 
A partir des relations (1), (2) et (3), cherchons les 

coordonn6es des positions de W~ dans le rep6re 
(O,A,B,C): 

1 • + 

0 

i : +  

= 

,I = 
+ 

X Xll p - , p  = = 
~: i.+ ~ - ( z  + : - Z  

On constate que les coordonn6es, relatives ~t la maille 
(O,A,B,C), de chacune des positions de la famille W~ 
sont 6gales aux coordonn&s d'une des positions de la 
famille W o. Comme, de plus, a, b, e sont bien des 
vecteurs de translations de G, P222 est sous-groupe de 
P2/e2/c2/m; il est 'translationengleich' et son indice est 
6gal/l 2. 

Les deux exemples que nous venons d'&udier sont 
tr& simples et peuvent &re directement d6duits des 
diagrammes de sym&rie figurant dans les International 
Tables for  X-ray Crystallography (1952). I1 n'en 
est pas de m~me des deux exemples suivants qui ont 
6t6 choisis fi cause de leur complexit6 61ev6e et parce 
qu'ils illustrent pratiquement toutes les propri&6s des 
passages groupe-sous-groupe et des changements 
de rep6re conventionnel. 

Exemple 3. Le groupe R3m admet-il comme sous- 
groupe le groupe Bb dans les conditions pr6eis6es 
ci-apr6s? 

G(R3m); axes hexagonaux; origine 0 en 3m; maille 
(O,A,B,C); 
WG= (0 ,0 ,0 ;  ~,'~,12 32_,, 3'3']']21 1~ + (X,Y,Z; Y, X - Y, Z; 

Y -  X , X , Z ;  Y,X,Z; X , X -  Y , Z ;  Y - - X ,  Y, 
Z). 

g(Bb); ' l s t  setting'; origine o sur le plan de glissement 
b; maille (o,a,b,e); 

~,0,9 + (x~v,z; x, ½ + y, ~). Wg = ( 0 , 0 , 0 ;  1 1 

Conditions: a = - 2 A / 3  - 4B/3 + 2C/3; b = 
2A/3 + 4B/3 + 4C/3; e = --2A; X o = ~; Yo = 2. 3, 

Zo=½. 
Nous eonstatons tout d'abord que a, b, e sont des 

veeteurs de translations de G ear a est le double d'un 
des vecteurs de base A' de la maille 616mentaire 
rhombo6drique de G (A' = --A/3 -- 2B/3 + C/3; cf. 
'standard obverse orientation'), be s t  6gal/l 2(C - A') 
et appartient done au r6seau de G tout comme e. 
Cherchons dans le rep6re (O,A,B,C) les eoordonn6es 
des positions de la famille Wg, en exploitant les relations 
matricielles (1)/~ (3). 

y _, 4 0 .  
z ~ o 

+ ~  
½ 

--2x/3 
--4x/3 

2x/3 

x I ½ + y  --, 

--2x/3 
= --4x/3 

2X/3 

+ 2 y / 3 -  2z + 
+ 4y/3 + ~ = 
+ 4y/3 + ½ 

~ 4 0  
~ 0  

X 

½ + y  + 

+ ~ + 2yl3 + 2z +-~1 
+ 2 + 4 y / 3  + ]  I + z + 4y/3 +½ 

½ 

(--4x/3 + 4y/3 + ~) - ( -2x /3  + 2y/3 - 2z + ~) I 
+ ~ + 1  

I ( -4x /3  + 4y/3 + ~) + 
(2x/3 + 4y/3 + ½) + 

YYx r i +11 i +xl ixl p02 F 1 Z ~ : + z  Z 

+x I + y  --, 

- - Z  

y m 

Y 
Z 

X 
+ 
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On constate que les coordonn~es, relatives ~t 
(O,A,B,C), de toute position de Wg sont ~gales aux 
coordonn+es d'une position de W~, h une translation 
pr+s du r+seau de G. II en r+sulte que g(Bb) est 
sous-groupe de G(R3m). I1 est ais~ de v~rifier ce qui 
suit. 

(1) Les coefficients de 9 ne sont pas forc6ment 
entiers mais sont tous rationnels. 

(2) det S = ~, M = 3, m = 2, iv/r = ~ . 3  = 8. 
• = 6 = 3 .  (3) H(3m), R = 6, h(m), r = 2, thin 

(4) ig/~ = 8.3 = 24. 
(5) Bb n'est done ni 'translationengleich', ni 

'klassengleich' et ne peut pas ~tre un sous-groupe 
maximal de R 3m. 

(6) Pour &ablir que Bb est sous-groupe de R3m, 
il n'est pas du tout n6cessaire de v+rifier que les 
positions (½ + x,Y, ½ + z) et (½ + x, ½ + y ,  ½ - z )  de 
W e appartiennent h W~. En effet nous avons vu que a 
est +gal & 2A' et e est ~gal ~t --2A; la translation de 
vecteur (a + e)/2 = (A' - A) appartient bien au 
rbseau de G. II est done suffisant de v~rifier que la 
position (x, ½ + y, ~.), associ~e au glissement b ~, 
appartient h W~ en m6me temps que la position 
(x~v,z), car les quatre translations de vecteurs a, b, c 
et (a + e)/2 et le glissement b ~ constituent un syst~me 
de g~n~rateurs de Bb.* Des remarques analogues 
peuvent &re faites pour tout autre couple de groupes 
g et G: g est sous-groupe de G d+s qu'un syst~me de 
g+n+rateurs de g appartient ~. G; g n'est pas sous-groupe 
si l'un au moins de ces g+n+rateurs n'appartient 
pas ~. G. Ces remarques capitales simplifient beaucoup 
la caract~risation d'un sous-groupe et surtout la 
d+rivation syst+matique des sous-groupes d'un groupe. 

Exemple 4. Le groupe g(B2/m) est sous-groupe du 
groupe G(B2/m) dans les conditions impos~es 
ci-dessous. 

G(B2/m); origine O au centre 2/m; maille (O,A_,B.rC); 
= ~,0,~) + w ~  (_o,o,Q; ~ ~ (x,Y,z; x,Y,Z; x,Y,z; 

X,Y,Z) .  
g(B2/m): origine o au centre 2/m; maille (o,a,b,e) 

7,0,~) + W~ = (0,0,0, ~ x (x,y,z; x,y,z; x,y,z; Yc,~,~). 

Conditions: a = s~ A + 2nza B; b = s~zA + Sz2 B, 

e = s33 C (Sm~, s33 entiers de m~me parit& s~, s22, nzl 
entiers quelconques; det $ > 1); X o = k~/2; Yo = k2/2; 
Z o = k3/2 (k i entier). 

Nous laissons au lecteur le soin de v+rifier que Wg est 
inclus dans W~ en lui indiquant cependant les 
g+n+rateurs de g. I1 s'agit - en plus des trois translations 
de vecteurs a, b et e - de la translation de vecteur 
(a + e)/2, de rinversion i l faite autour de l'origine o 
et du miroir horizontal m ~ passant par l'origine o. Le 
lecteur pourra trouver dans un autre de nos m+moires 

* Ce syst6me est r+ductible. Au sens strict, un syst+me de 
g6n6rateurs irr~ductible est n+cessaire et suffisant: c'est le cas du 
syst+me constitu6 des deux translations a e t  (a + e)/2 et du 
glissement b ~, par exemple. 

(Billiet, 1973) des exemples tout fi fait semblables. Ce 
quatri6me exemple appelle un certain nombre de 
commentaires. Remarquons d'abord qu'il y a une 
infinit~ de matrices S, r~pondant aux conditions 
impos6es et de d&erminant sup+rieur ~. 1, et une 
infinit6 d'origines o possibles• II existe done une infinit+ 
de mailles conventionnelles (o,a,b,c) conduisant ~. une 
infinit~ de sous-groupes g(B2/m) isosymboliques. Si 
det S est un hombre premier, g est maximal• Si det S 
prend la valeur 1 ( S 1 1 S 2 2  - -  2n21s12 = $33 = +_1), le 
rep+re (o,a,b,c) est une autre maille conventionnelle du 
groupe G(B2/m). C'est le cas du rep~re a = 3A - 2B; 
b = 7 A -  5Bze  = - C ; X  o =3;  Yo = - ½ ; Z o =  1. I1 
existe bien stir une infinit6 de rep6res conventionnels 
de G. 

Les conditions que nous avons impos+es ~. g, dans les 
exemples pr~c+dents, pour ~tre sous-groupe de G, 
d~coulent-elles d'observations, en quelque sorte, 
'exp6rimentales'? Ou bien peuvent-elles &re pr~vues 
th+oriquement? C'est ~ ces questions que nous allons 
nous int~resser maintenant. 

!II. La d6rivation syst6matique des sous-groupes 
spatiaux et des rep6res conventionnels 

Etant donn~ un groupe spatial de symbole cristal- 
lographique .5/;, est-il possible d'y plonger comme sous- 
groupe un autre groupe spatial de symbole .~, identique 
ou diff+rente de . 7 ?  Si cela est possible, quelles sont 
toutes les faqons d'y arriver, c'est-fi-dire, quelles sont 
toutes les dispositions relatives des rep+res conven- 
tionnels des sous-groupes de symbole J par rapport 
au repute conventionnel du groupe de symbole .~ ? 
Nous allons voir successivement quelles sont les 
conditions impos6es par la sym+trie d'orientation, par 
le r+seau et par les g6n6rateurs sp6cifiques des 
sous-groupes. 

III. 1. Conditions imposdes par la symdtrie d'orientation 

Exemple 5. Dans quelles conditions des groupes 
spatiaux des classes 2, m, 2/m peuvent-ils &re sous- 
groupes d'un groupe spatial de la classe 4 /m2/m2/m 
(' 1 st setting' pour les groupes monocliniques)? 

Le groupe de sym&rie d'orientation de g, h (2, m 
ou 2/m), doit ~tre sous-groupe de celui de G, H 
(4/m2/m2/m).  Ce qui impose ~ c - n~cessairement 
parall61e ~ l'axe binaire ou perpendiculaire au miroir de 
h - d'etre parall+le ~. l 'un des cinq axes binaires de H 
(2 c, 2 A, 2 B, 2A+ s, 2A_B). Les vecteurs a e t  b, perpen- 
diculaires ~. e, doivent done ~tre situ~s dans un des plans 
respectivement perpendiculaires fi l 'une de ces cinq 
directions. 

ler eas. e est parall~le ~. C, le plan /a,b} est parall~le 
au plan {A,B}. La matrice de passage est de la forme 
M l • 

2dme eas. c est parall+le ~. A e t  {a,b} est parall+le 
/ B,C }. La matrice est de la forme M 2. 
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3dme cas. (l~quivalent par sym&rie au 26me cas). 
e parall61e ~. B, {a,b} parall61e ~. {A,C }, matrice M 3- 

4~me eas. e parall6le ~. (A + B), {a,b} parall+le ~. 
{(A - -  B), C}, matrice M 4 (prendre le signe sup+rieur 
dans M4.5). 

5~me cas. (l~quivalent par sym&rie au 46me cas). 
e parall+le ~ (A - B), {a,b} parall+le ~ {(A + B), C}, 
matrice M s (signe inf6rieur dans M 4. ~). 

M I =  
$11 S12 
S21 "$22 
0 0 

0 
0 ; 

$33 

M2= 
0 0 

$21 $22 
$31 $32 

M3= 
Sll S12 
0 0 

$31 $32 

0 
S23 ; 
0 

M4, 5 
Sll 

= +Sl l  
S31 

S13 
0 ; 
0 

S12 Sl 3 
YS~z +s~3 
$32 0 

Remarques. A ce stade de la d+rivation les co- 
efficients s~j non nuls sont des nombres r+els 
quelconques. Les matrices M~ ~ M s sont sp+cifiques ~, 
l'inclusion des groupes de sym&rie d'orientation 2, 
m e t  2/m dans le groupe de sym_&rie d'orientation 
4/m2/m2/m. L'inclusion de 2 dans 42m n'est possible 
que selon les changements de rep+re M ~, M 2 et M 3. 

Celle de 2 dans 4m2 ne rest que pour M 1' M4 et Ms. 
Celle de 2 dans 4, 3, et 4/m ne l'est que pour Mp 
Mais l'inclusion de m dans 4 ou 4 est ~videmment 
impossible quel que soit le changement de rep~re etc. 

Iti.2. Conditions impos~es par le rdseau 

Exemple 6. Dans quelles conditions des groupes 
spatiaux monociiniques ~ base centr+e B peuvent-ils 
~tre sous-groupes d'un groupe spatial quadratique 
centr+ I (6tude limit6e aux changements de rep~re M~ 

M 5 de l'exemple 5)? 
l er cas. Matrice Mp Les coefficients s~j sont des 

entiers car C est un vecteur de base de sa direction 
et ]A,B] est un couple de vecteurs de base du plan 
I A,B/. De plus, le centre de la base B de g doit &re 
un noeud du r+seau de G. Deux possibilit6s se 
pr+sentent: 

(i) (a + e)/2 = ( s~A + s2~D + s 3 3 C ) / 2  = n~tA + 
n21B + n33C, avec n~, n2~, n33 entiers quelconques; on 
en d6duit S~l : 2n~, s2~ = 2n2~, $33 = 2n33. 

(ii) (a + e)/2 = (st~A + sz~B + $ 3 3 C ) / 2  : (1 + 
n~)A + (½ + n21)B + (½ + n33)C , avec nl~, nz~, n33 
entiers quelconques; on en d~duit s~ = 2n~t + 1, s21 = 

2n2~ + 1, $33 : 2n33 + 1. 
En r6sum6, l'inclusion du r+seau de g dans celui 

de G impose aux coefficients de la matrice M~ d'etre 
entiers; de plus les coefficients s~, s~ et sss doivent 
avoir la m~me park& 

2eme cas. Matrice M 2. Une 6tude analogue montre 
que tousles coefficients sont entiers et que s~3, s2~ et s3~ 
sont de m~me park& 

3dme cas. Matrice M 3. Les coefficients sont entiers 
et s~, s23, s3~ sont de m~me parit& 

4dme, 5dme cas. Matrice M4. 5. (A + B) est un 

vecteur de base de sa direction; [(A/2 T- B/2 + C/2), C] 
est un couple de vecteurs de base du plan {(A T- B), C }. 
La matrice est donc ainsi modifi~e: 

nil/2 ni2/2 n13 
M4. 5 = ¥n~/2 -T-nl2/2 +_n13 ;nuentier. 

niJ2 + n31 n12/2 + n32 0 

Comme le centre de la base B de g doit &re un noeud 
du r+seau de G, on aboutit pour la matrice M4. 5 aux 
conditions suppl~mentaires: n~ doit ~tre pair, n13 et n31 
doivent ~tre de m~me park& 

Remarques. Le d&erminant des matrices M~ ~. M 5 
est un nombre entier sup+rieur ou +gal ~ 1. D'une 
faqon plus g+n6rale, c'est l'inclusion du r6seau de g 
dans celui de G qui impose aux coefficients de la 
matrice de passage S d'&re des nombres rationnels; 
le d&erminant est un nombre rationnel positif. Si la 
maille conventionnelle de G est ~16mentaire ('primitive' 
P), les coefficients de $ sont entiers. 

1II.3. Conditions restantes imposdes par les gdnd- 
rateurs 

Les conditions d&ermin+es pr+c+demment sont 
communes fi l'immersion comme sous-groupes de tous 
les groupes spatiaux monocliniques fi base centr+e B 
des classes 2, m et 2/m, dans tous les  groupes qua- 
dratiques centr+s I de la classe 4/m2/m2/m. Les 
conditions restantes sont propres h chaque sous-groupe. 

Exemple 7. Dans quelles conditions g(B2/m) peut-il 
&re sous-groupe de G(14/m2/e2/m)? 

Nous savons maintenant ~ quelles conditions les 
translations de vecteurs a, b, e et (a + e)/2 sont 
incluses dans G(14/m2/e2/m). Pour que g(B2/m) 
soit sous-groupe de G, il reste fi trouver de quelle 
mani+re le miroir m ~, de support (x,y,0), et l'inversion 

~, de support (0,0,0), peuvent appartenir ~ G (of. § II, 
exemple 4). II s'agit donc de d&erminer les conditions 
pour que les positions (x,.v,~; Yc~,~) fassent partie de 
We, en m~me temps que la position (x~v,z). 

G(I4/mcm; origine O au centre 4/m; 
(O,A,B,C); 
W c = (0,0,0; ' _  ~,~,:,' '~ + (X,Y,Z; XI",Z; 

X, II, ½ + Z; ~, Y, ½ + Z; X,Y,Z; x,Y,Z; 
X, Y, ½ - Z; X, Y, ½-  Z; Y,X,Z_ ; Y,X_ ,Z_ ; 
Y, X, ½ + Z; Y, X, ½ + Z; Y,X,Z; Y,X,Z; 
Y,X,  ½ - Z ;  Y,X,  ½ - Z ) .  

maille 

ler eas. Matrice M~; par application de la relation 
(3), on aboutit fi: 

Y ~ M I Y  + 
Z Z xlxl o 

y -- ,M~y + Yo 
~ Z o 

xo IxI Y o = Y ;  
Z o Z 

= Jr ; 
2Zo 
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~c ~( 2 X o I 
~: --, Y + 2 Y  o . 
~. Z 2Zo 

La position (x ,y ,z )  n'appartient & W o que si Z o = h i 2  
(h~ entier). En cons6quence, la position (.~,~,P.) ne 
peut faire pattie de la famille Wo que si X o = h J 2  et 
Yo = hz/2 (hi entier). A c e s  conditions, le groupe 
B 2 / m  peut ~tre plong6 comme sous-groupe dans le 
groupe I 4 / m c m  selon l'orientation d6finie par la matrice 
M ~ 6tudi~e pr6c~demment (cf. §§ III. 1 et III.2). 

2~.me et 3&ne cas. Matrices M z et M~. I1 est im- 
possible de plonger B 2 / m  dans I 4 / m e m  selon ces 
orientations: dans les plans perpendiculaires aux 
vecteurs A e t  B, on ne trouve que des glissements 
a, b et e qui n'admettent pas de miroirs comme 
sous-616ments de sym6trie (Buerger, 1947). V6rifions-le 
dans le cas de la matrice M2: 

y --*M 2 + Yo = ; --, + . 
z Z o 

Quel que soit la valeur de X o, il est en effet impossible 
5. la position (x,y,_¢) de faire partie de la famille Wa. 

4#me et  5Ome cas. Etudions le cas de la matrice M 4. 

y - , M 4 Y +  go = ; 
z I z Z o 

x 

Y --' ~" + +Yo ; .Y -" +2Yo • 
Z ~ 2 Z  o 

La position (x,y,~.) n'appartiendra ~. Wo que si l'on a: 
Xo + Yo = ½ + h4 (h4 entier). Pour que la position 
(.~,j3,_~) fasse aussi pattie de Wa, il faut (h i entier): 

(1) soit X o = h J 2 ;  Yo = h2/2; Zo = h J 2  avec la 
condition X o + Yo = ½ + h4, 

(2) soit X o = ¼ + h , /2 ;  Iio = ¼ + h2/2; Z o = ¼ + h J 2  
avecX o + Yo = ½ + h 4. 

Ces diverses conditions 4tant respect4es, B 2 / m  est 
sous-groupe de I 4 / m e m  avec comme matrice de 
passage la matrice M 4. Dans le cas de la matrice M s, 
voici quelles sont ces conditions: 

(1) soit X o = h~/2; Yo = h2/2; Zo = h3/2 et 
X o - Y o = ½ + h 4 ,  

(2) soit X o = ¼ + h, /2;  Yo = ¼ + h J 2 ;  Z o = k + h3/2 
e t X o -  Y o = ½ +  h4. 

III.4. Conclus ions  

Les exemples 5, 6 et 7 illustrent la d6marche & suivre 
pour trouver tous les sous-groupes de symbole o d'un 
groupe de symbole .f/'. L'inclusion de la classe de 
sym+trie d'orientation limite tout d'abord les formes pos- 
sibles de la matrice de passage; l'inclusion de r+seau 
restreint les valeurs possibles des coefficients de la 
matrice; enfin les op6rations de sym6trie qui forment avec 

les diverses translations de la maille conventionnelle un 
ensemble de g~n6rateurs, donnent les coordonn6es pos- 
sibles de l'origine et pr6cisent, 6ventuellement, certaines 
valeurs des coefficients de la matrice de passage.* Une 
telle 6tude peut ~tre men6e pour tousles couples (o, .9 ) 
et permet donc de d6terminer tous les sous-groupes  - 
'translationengleich', 'klassengleich' ou quelconques - 
de n ' impor te  quel  groupe  spatial ,  y compris ses sous- 
groupes isosymboliques et ses changements de rep~re 
conventionnel ( j  = .Y). Remarquons qu'un groupe 
spatial d'un symbole donn6.5/  n'admet pas forc6ment 
de sous-groupe d'un symbole quelconque o diff6rent. 
Ainsi les groupes cubiques ne sont jamais - et 
r6ciproquement - sous-groupes des groupes hexa- 
gonaux; les groupes quadratiques des classes de 
sym~trie d'orientation 4,4,4/m ne pr~sentent aucune 
relation de groupe 5. sous-groupe avec les groupes 
orthorhombiques; etc. Seul le groupe P1 peut ~tre 
plong6 dans n'importe quel autre groupe spatial. M~me 
si la sym~trie d'orientation et le r~seau le permettent, 
il n'est pas toujours possible de plonger un groupe 
de symbole o dans un autre de symbole .9": nous 
avons vu, dans l'exemple 7, que B 2 / m  ne peut pas 
&re plong6 dans I 4 / m c m  selon les orientations M 2 
et M 3 car les glissements n'admettent jamais de miroirs 
comme sous-616ments de sym6trie. C'est pour la m~me 
raison que B 2 / m  ne peut pas ~tre sous-groupe de 
I41/acd,  quelle que soit l'orientation envisag6e. A 
l'oppos~, B2/b  est sous-groupe de I 4 J a c d  pour 
n'importe laquelle des orientations M~, M2, M3, M 4 et 
M s, sous r~serve de valeurs appropri~es des coefficients 
de ces matrices et des coordonn6es de l'origine o; 
ainsipour l'orientation M 4, l'origine O de I 4 J a c d  ~tant 
en 4, les conditions sont les suivantes - en plus 
de celles impos6es par le r6seau (cf. § III.2): (ki entier) 

(i) X,, = k~/2, ro = ~ + k2/2, Zo = ~ + k~/2, 
ou bien 

X o = ¼ + k , / 2 ,  Yo = k2/2,  Zo = ~ + k3/2,  
et 

(ii) n~2 impair, n~2/4 + X o + Y,, = k4, 
n~J4  + n32/2 = 3 + ks , 

ou bien 
n~z impair, n~2/4 + X o + Yo = ½ + k4, 
n~2/4 + n n / 2  = ¼ + k s. 
Cette m+thode nous a permis de dresser la liste 

compl&e des sous-groupes isosymboliques de tous les 

* Tr+s souvent, les trois +tapes de la d~rivation syst6matique font 
intervenir successivement des g6n~rateurs qui constituent en fait un 
syst6me r+ductible. Le calcul direct des coefficients de S et des 
coordonn+es Xo, Yo,Z o est +videmment possible sur un syst+me 
irr6ductible contenant moins de gbn6rateurs; mais ce calcul direct 
contrairement /~ ce qu'il pourrait paraitre a premi6re vue est 
beaucoup plus d6licat ~ mener. L'on a, en r6alit& toujours 
int6r~t /a adopter les trois ~tapes proposbes, m~me si le nombre 
de g~n6rateurs est plus bl+ve. Dans un m~moire plus sp+cialis6 
(Bertaut & Billiet. 1978) seront d~velopp+es les propri6tbs 
alg6briques qui lient les changements de rep+res (5, X,,,Y,,,Z o) 
aux op~rateurs matriciels {¢~1 r} des gbn~rateurs de g. 
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groupes spatiaux tridimensionnels (Billiet, 1973), la 
liste de tous les sous-groupes et de tousles changements 
de rep+re conventionnel de tous les  groupes spatiaux 
monocliniques et tricliniques (Sayari, 1976; Zarrouk, 
1976; Sayari & Billiet, 1977) et la liste compl&e des 
sous-groupes et changements de rep6re conventionnel de 
tous les groupes spatiaux bidimensionnels (Sayari, 
Billiet & Zarrouk, 1978). D'autres applications sont 

l'~tude, notamment la d6termination des sous-groupes 
des groupes spatiaux tridimensionnels bicolores 
(Belguith & Billiet, 1977). 

5 I 
5 .  s - ' = i  i 
o 

R = S - ' o =  
lO 0 

: s - i  
Z~o ~ + ~  

IV. Classement des sous-groupes et de leurs rep6res 
conventionnels 

Parmi les rep+res conventionnels qui conduisent fi tous 
les sous-groupes de m~me symbole ~ d'un groupe 
de symbole .~,  quels sont ceux qui caract6risent le 
m~me sous-groupe g? Autrement dit, +tant donn+ deux 
de ces rep~res (o,a,b,c) et (to,ot,13,y), peut-on savoir s'il 
s'agit ou non de deux rep+res conventionnels du 
m~me sous-groupe? S'il en est bien ainsi, le passage 
de (o,a,b,e) fi (o~,ot,13,y)doit &re un changement de 
rep+re conventionnel fi I'int6rieur de g. Pour le savoir, 
il suffit de connakre la matrice de passage de (o,a,b,e) 
fi (o,a,l~,y) et les coordonn+es relatives fi (o,a,b,c) de 
I'origine ~. S e t  a 6tant les matrices de passage de 
(O,A,B,C) fi (o,a,b,e) et (o~,ot, I],y), on a: 

(a,b,c) = (A,B,C)5; (a,l],Y)= (A,B,C)a; 
(A,B,C) = (a,b,c)S-~; (ot,~,]t) = (a,b,e)S-~a 
et R = S-~a. 

(X~,, Yo~,Z,,,) d6signant les coordonn6es de o~, relatives 
fi (O,A,B,C), les coordonn+es (x,v,,,,zo) relatives a 
(o,a,b,e) sont donn+es par la relation (4) (cf § II): 

Y~, = S - ~  Yo 
z,~ Z o 

Si R et (x,o,y~,z ~) sont caract6ristiques d'un change- 
ment de rep6re conventionnel fi l'int6rieur de g, les 
rep+res (o,a,b,c) et (o,0qS, y)conduisent au m6me sous- 
groupe. Dans le case contraire, ils conduisent fi deux 
sous-groupes dill+rents de m~me symbole J. 

Exemple 8. Les deux rep6res suivants conduisent-ils 
au m~me sous-groupe de symbole B2/m du groupe 
I4/mem? 

a - - - 2 A - 2 B + 5 C ;  b = 3 A / 2 - - 3 B / 2 + 5 C / 2 ;  
e = 5 A + 5 B ; X  o = ~; Yo = 2; Z o =  - ~ .  
a = 3 A - - 3 B +  10C; ~ =  1 3 A / 2 -  13B/2+45C/2 ,  

On v+rifie d'abord sans difficult6 que chacun des 
deux rep+res permet de passer du groupe I4/mcm fi 
un sous-groupe de symbole B2/m (el § III, exemple 7, 
4+me cas). Formons les matrices S, S -~, a et R et 
calculons les coordonn6es (xo~,vo,,z,,). 

0 

7 0 
5 O; 

- 

0 1 

On constate que R et (x.,,y.,,zo) sont caract~ristiques 
d'un changement de rep+re conventionnel fi l'int+rieur 
de B2/m. Les deux rep6res (o,a,b,e) et (¢o,¢x,~,y) 
conduisent donc au mime sous-groupe B2/m (cf § II, 
exemple 4). Si l'on avait pris, pour le second rep~re, 
une origine diff+rente d~finie par les coordonn~es X = 

Y ~ Z = ~, relatives fi (O,A,B,C), on aurait 
trouv6 pour coordonn6es relatives fi (o,a,b,c) x,,, = 1, 
.v~o = ½ et zo, = ~:  les deux rep+res (o,a,b,c) et (~,~[3,y) 
auraient alors conduit fi deux sous-groupes diff6rents 
de m6me symbole B2/m. 

On peut r~pondre fi cette autre question: quelles 
relations existe-t-il entre les rep6res conventionnels de 
deux sous-groupes conjugu~s du groupe G? 0 d~signant 
une op6ration de sym&rie propre appartenant fi G 
et (o,a,b,e) &ant un rep6re conventionnel d'un sous- 
groupe g, I'op+ration 0 transforme (o,a,b,e) en un 
rep+re conventionnel (o',a' ,b' ,e') d'un sous-groupe g' 
conjugu+ de g par l'op+ration 0. 

Exemple 9. Soit g(B2/m) le sous-groupe de 
G(14/mem) d+fini par: a = A - B; b = B; e = 3C; 
X o = O, Yo = 1; Z o = 0. Quel est le sous-groupe g' 
conjugu~ de g par l'op+ration 4~ de G de support 
(½,0,z)? Pour cela, remarquons que les vecteurs A, 
B, C sont transform+s en les vecteurs B, --A, C par 
l'op6ration 4~; on en d6duit les vecteurs de la maille 
conventionnelle de g "  a' = A + B: b' = --A; e' = 3C. 
La rotation h~lico'fdale 4~ transforme l'origine o en 
l'origine o' de coordonn6es X o, = -½, Yo, - ½ et 
zo,=½. 

Remarques. I1 est n+cessaire que l'op6ration 0 soit 
propre car tousies rep6res conventionnels sont directs. 
L'op+ration 0 peut ~tre pr6c6d6e d'un changement de 
repute conventionnel fi l'int6rieur de g; elle peut ~tre 
suivie d'un changement de rep~r¢ conventionnel b, 
l'int~rieur de g'. Si I'op~ration 0 est pr~c~d~e ou suivie 
d'un changement de rep~re conventionnel fi l'int~rieur 
de G, on obtient deux sous-groupes de m~me indice 
mais ils ne sont pas forc~ment conjugu6s. Si l'op~ration 
0 de G appartient aussi au sous-groupe g, les rep6res 
(o.a.b,c) et (o' ,a ' ,b' ,c ') sont deux rep~res con- 
ventionnels diff~rents du m~me sous-groupe g. 

Pour passer aux applications pratiques de la 
d6rivation des sous-groupes spatiaux, il est n~cessaire 
de traiter l'association des familles de Wyckoff 
g~n~rales et sp~ciales dans les passages groupe-sous- 
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groupe. Cette question fera l'objet d'un autre m6moire 
(Billiet, Sayari & Zarrouk, 1978). 
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Direct methods of phase determination frequently make use of the triplet formula, tp(h) ~_ (rp(h - k) + rp(k)). 
This expression is derived by a probability approach which has no easily visualized connection with an actual 
crystal structure. In this paper the positions of electron-dense planes are related to the positions of peaks in 
the two-term E map of E(k) and E(h - k). The connection between ~0(h) and [¢p(k) + ~0(h - k)] is then easily 
visualized. A consideration of spurious peaks in the two-term E map suggests that the probability that ~o(--h) 
+ tp(k) + ~0(h - k) sums to zero is increased by a small value of IE(2k - h)/E(h)l and may be decreased by a 
large value of this ratio. The relation between symmetry and aberrancy is briefly considered. 

I. Introduction 

The major phase-determining equation of direct 
methods is 

~p(h)-~ (~p(h--k) + ¢p(k))Kr (i) 

(Katie & Karle, 1966) where Kr denotes that the 
average is restricted to the quasi-normalized structure 
factors E(k), E(h  -- k) (Karle & Hauptman, 1959) with 
large magnitudes. (1), the triplet formula, is valid for 
both centrosymmetric and non-centrosymmetric struc- 
tures. It can be obtained from Sayre's (1952) equation. 

The mathematical derivation of (1) offers little 
insight into its physical significance. In this paper an 
intuitive approach is developed by considering the 
relation between the positions of atoms and the 

positions of peaks in the two-term Fourier synthesis of 
E(k) and E ( h - - k ) .  This two-term E map shows 
maximum amplitude of oscillation on the h and 
( 2 k -  h) planes; high atom density on at least one of 
these planes is inferred. 

With some simple structures as examples, it is argued 
that the value of IE(2k -- h)/E(h)l is an aid to deciding 
if the triple 

tp(--h) + ~p(k) + ~p(h- k) (2) 

is normal (i.e. sums to near zero) or aberrant (i.e. sums 
to near n). This approach is used to identify the 
systematically aberrant triples of the benzene ring 
(Thiessen & Busing, 1974). 

The relation between aberrancy and symmetry is 
briefly considered. 


